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Ableitung 


der Poisson’schen Differentialgleichung für die Potentialfunction 

für reehtwinklige, krummlinige Coordinaten, und zwar mit 
Hülfe des theorema quartum aus Gauss’s Abhandlung 

„De attractione corporum sphaeroidicorum homogeneorum“, 


Zu den schwierigsten Problemen der Mechanik gehört ohne Zweifel, wie Gauss in der 
Einleitung seiner Abhandlung „De attractione corporum sphaeroidicorum homogeneorum“ sagt, das 
Problem, die Anziehung, welche die Körper auf einander ausüben, exact zu berechnen. Seit der 
Aufstellung des Gravitationsgesetzes durch Newton hat dieses Problem daher die Mathematiker 
immer und immer wieder zu neuen Untersuchungen, zu neuen Anstrengungen angetrieben, endlich 
ein allgemeines und doch einfaches Verfahren, diese Anziehung zu berechnen, aufzufinden. Newton!) 
selbst, Mac Laurin), Lagrange), Legendret), La Place’) und Poisson®), Biot’) und Plana) be- 


1) Newton (Natural Philosoph. Lib. I Prop, XC1) lehrt uns die Anziehung berechnen, welche ein homo- 
genes Rotationsellipsoid auf einen in der Axe gelegenen Punct ausübt, ferner das einfache Verhältniss zwischen 
den Anziehungskräften aller Puncte innerhalb des Rotationsellipsoids, welche in ein und demselben Durch- 
messer liegen. 

2) Mac Laurin (De caussa physica fluxus et refluxus maris in Recueil des pieces, qui ont remporté les 
prix de l’acad. royale des sc. T. IV. ferner Treatise of fluxions Bd. I ch. 14.) berechnet die Anziehung des Ro- 
tationsellipsoids auf in der Oberfläche selbst und in der erweiterten Aequatorialebene gelegene Puncte und löst 
hiemit die Aufgabe, die Anziehung auf Puncte innerhalb des Ellipsoids zu bestimmen, 

3) Lagrange löst die Aufgabe, die Mac Laurin auf synthetischem Wege löst, auf analytischem Wege 
(Nouv. Mém. de Расай. de Berlin 1773); einen analytischen Beweis liefert auch D'Alembert (Opuscules mathé- 
matiques par d’Alembert Tome VI 1773. Sur la figure de la terre). 

4) Legendre löst zunächst die Aufgabe, die Anziehung eines Rotationselepsoids auf äussere Punete für 
jede beliebige Lage der Puncte zu bestimmen und folgert die Gültigkeit seiner Sätze für jedes Elipsoid, ohne einen 
strengen Beweis für dieselbe zu geben; (Recherches sur l'attraction des sphéroides homogènes, Mémoires presents 
а l'academie royale, des sc. 1788, Sur les integrales doubles). 

5) La Place liefert schon 1782 einen Beweis für die Legendre’sche Lösung (Histoire de l’acad. royale. 
des sc. de Paris 1782, ferner Théorie ‘du mouvement et de la figure elliptique des planétes und Mécanique céleste 
Vol. 2). Es möge mir hier *ergénnt sein, den Ausspruch Lagrange’s über die Lösungen von Legendre und 
La Place einzufügen: Lagrange sagt: On ne peut regarder leur solution, comme des chefs-d’oeuvres d’analyse, 
mais on peut desirer encore une solution plus directe et plus simple et les progrés continuels de analyse donnent 
lieu de Геврёгег (Nouv. Mém. de l’acad. de Berliu 1793 pag. 263). 

6) Poisson. Mémoire sur l'attraction d'un ellipsoide homogene, lu à l’acad. le 7. остобг. 1833; Mémoires 
de Гасад roysale dos o oe ae de France T. XIII, Poisson weist hier nach, dass die La Place’sche Differential- 

“NY | a f 


av , 
gleichung + et aa = 0 für die Potentialfunetion nieht für jede Lage des Punctes gültig ist pag. 513. 


7) Mémoires de linistit, Т. VII 
8) Memorie di matematica a. di fisica della societé italiana T. XV. 
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schäftigen sich mit diesem Problem; Newton, Mac Laurin und Lagrange beschränken sich zunächst 
auf das Rotationsellipsoid, später bestimmt Lagrange die Anziehung eines jeden Ellipsoids in der 
Richtung der Hauptaxen, Legendre, La Place und Poisson lösen die allgemeine Aufgabe für jedes 
Ellipsoid, doch diese Arbeiten, sowie die von Biot und Plana, denen die 1788 veröffentlichte zweite 
Lösung von Legendre zu Grunde liegt, gehören zu den schwierigsten, verwickeltsten analytischen 
Untersuchungen: erst Gauss war es vorbehalten, eine einfache und doch allgemeine Lösung dieses 
Problems zu geben. Gauss?) liefert diese Lösung des Problems durch seine Abhandlungen „De 
attractione corporum sphaeroidicorum homogeneorum. ‚Bd. V pag. 3. — Allgemeine Lehrsätze in 
Beziehung auf die im verkelirten Verhältnisse des Quadrates wirkenden Kräfte Bd. V pag. 197. 
und Theoria attractionis corporum sphaeroidicorum ellipticorum homogeneorum methodo nova 
tractata. Bd. V pag. 279. Bei der Lösung des Problems stellt Gauss in der zunächst genannten 
Abhandlung 6 Sätze auf, welche, wie er selbst’) hinzufügt, in vielen Fällen. mit gutem Erfolge 
angewendet werden können, und so soll auch hier der vierte dieser Sätze zur Ableitung der 
Poisson’schen Differentialgleichung für die Potentialfunction, welche ja zur Berechnung der gegen- 
seitigen: Anziehung, der Körper führt, benutzt werden, und zwar zur Ableitung der Gleichung für 
reehtwinklige, krummlinige Coordinaten im Raume. 

Dieses vierte Theorem lautet: 

Integrale E a 


per totam superficiem extensum fit vel = 0, vel = — 2 m, 


vel = — 47 prout М iacet extra corpus, vel in eius superficie, vel intra corpus. 


Ceterum, fügt. Gaus hinzu, per eadem ratiocinia demonstratur generaliter integrale 
"Рао cos MQ 


—— in casu primo evanescere, зї Р denotet funetionem quamcunque rationalem quanti- 


tatum cos MX, cos MY, cos MZ, 


Hier bedeutet dw das Flächenelement, cos M Q den cos des Winkels zwischen der nach 
aussen hin auf der Oberfläche errichteten Normalen und der Linie r, die den Punct M mit dem 
Punete der Oberfläche verbindet, endlieh MX, MY, MZ die Winkel, welche r mit den Coordinaten- 
axen X, Y, Z bildet. 

Unter der Potentialfunetion versteht man die Summe aller Massentheilchen eines Körpers, 
je dividirt durch ihre Entfernungen von dem beeinflussten Punete, dem man die Masse 1 beilegen 
kann; diese Function hat die Eigenschaft, dass ihre Derivirte nach einer Richtung hin die Com- 
ponente der von der Masse auf den Punet ausgeübten Kraft nach dieser Richtung hin ergibt: 
Die Potentialfunetion ist also х2, Diese Function wurde in die Theorie der Gravitation einge- 
führt von La Place!!) ebenso in die Theorie der Bleetrieität und des Magnetismus von Poisson 1%, 


9 Gauss sagt in der Vorrede: Gratum itaque analystis atque astronomis fore speramus solutionem novam 
problematis celebratissimi per viam plane diversam procedentem, et ni fallimur ea simplicitate gaudentem, ut nihil 
amplius desiderandum linquat. 

10) Gauss nennt diese Sätze disquisitiones praeliminares, quae in aliis quoque occasionibus opportune 
applicari poterumt. 

п) Théorie des attractions des sphéroides et de la figure des planètes (Histoire de l’acad. royale des 
ке, 1782). 

12) Bulletin de la societé philomatique T. Ш р. 368 ferner Mémoire sur la theorie da magnetisme en 
mouvement Mém. de l’acad. royale des sc. de l'inst. de France T. VI pag. 463) und Mém. sur l’attraction des 
sphéroides. (Connaissance des temps 1829 pag. 360) endlich in dem unter 6 angefiihrten Werke. 


Die Benennung rührt her von Green!) und Gauss), Gauss nennt die Function schlechthin das 
Potential, doch da unter" dem Potential auch die Summe aus den Producten der Massen zweier 


materiellen Puncte dividirt durch ihre gegenseitige Entfernung verstanden wird, diese Summe aus- 
Ё DI : у}. „mm : ye D . d . 
geführt üher die Massen der Körper, also I~, so soll hier die Bezeichnung Potentialfunetion 


beibehalten werden !5). 


Diese Function genügt, wie La Place zuerst gezeigt hat, wenn man ein rechtwinkliges, 

ote А ` С DEA? ағу d2V my 
geradliniges Coordinatensystem zu Grunde legt, der Gleichung ays + a, + ұз = 0, jedoch 
pur wenn der angezogene Punct ausserhalb der anziehenden Masse liegt. La Place") hielt 


diese Gleichung für allgemein gültig, später erst berichtigte Poisson'”) dieselbe dahin, dass 


aay, dä ang ` Te ГИТТИ; dev Мот) ire E, di RR, 
3,1 dae + 4573 = 0 für einen äusseren, Jye + ауз + Pe = 4 ed für einen inneren 


Punct gilt, wenn d die Dichtigkeit der Masse im Puncte x, y, z bedeutet. Da uun aber in sehr 

vielen Fällen die Lösung physikalischer Probleme bedeutend vereinfacht wird, wenn man von dem 

veradlinigen, rechtwinkligen Coordinatensysteme abgeht und das Coordinatensystem der zu behan- 

delnden Aufgabe anpasst. so ist diese Gleiehung für einzelne häufig zur Anwendung kommende 

Coordinatensysteme umgeformt, ebenso ist sie auch von Lame'®) für allgemeine rechtwinklige, 

krummlinige Coordinaten abgeleitet, jedoch auf dem Wege Sr EES NEE hier soll 
2y d2V d2V 


ln: „19 
ein kürzerer Weg eingeschlagen werden und die Gleichung qs 7 aya Г Im Мә У ) —0 


13) An Essay on the Application of mathematical Analysis to the theories of Electricity and Magnetism 
hy George Green Nottingham 1828, abgedruckt in Orellés Journal Bd. 44 pag. 356. Pag. 359 heisst es: As this 
function, which gives in so simple a form the values of the forces by which a particle р of electricity, any hov 
situated, is impelled, will recur very frequently in what follows, we have ventured to call it the potential function 
to the system, and it will evidently be a function of the co-ordinates of the particle р under consideration. 

14) Gauss in den schon erwähnten Schriften, 

15) Den Unterschied zwischon Potentialfunetion und Potential macht z. В. auch Betti „Theorica delle 
forze che agiscono secondo la legge di Newton Pisa 1865. Bernh. Riemann „Schwere, Electrieität und Magnetismus, 
nach den Vorlesungen von Riemann, bearbeitet von Hattendorf, Hannover 1876. 

Th. Kotteritzsch. Lehreuch der Electrostatik, Leipzig 1872. 

W. von Bezold. Physikalische Bedeutung der Potentialfunction, München 1861. 

Ebenso macht Clausius in seiner Schrift „Die Potentialfunction und das Potential Leipzig 1877“ 
diesen Unterschied, 

Gauss dagegen nennt die in Frage stehende Function das Potential, ebenso Lejeune-Dirichlet ,,Vor- 
lesungen über die im umgekehrten Verhältniss des Quadrats der Entfernung wirkenden Kräfte, bearbeitet von 
Dr. F. Grube, Leipzig 1876“ ferner auch Lamé „Leçons sur les coordonnées curvilignes Paris 1859“. 

16) In der schon erwähnten Abhandlung: Théorie des attractions des sphéroides et de la figure des 
planetes, Histoire de l’acad. des sc. 1782. 

17) In der ebenfalls schon erwähnten Schrift „Mémoire sur l'attraction d'un ellipsoide homogene. (Mém. 
de l'acad. royale des sc. de l’inst, de Fr, Tom XIII), Pag. 514 heisst es: Or, j'ai fait voir, que si ce point 
appartient û la masse du corps attirant, on a 

225 Sr acy 
y A: oe + dev awe fat. 
da? db? 42? 
en designant par ð la densité du corps, qui a lien en ce même point; etwas tiefer heisst es auf derselben Seite; 
Si le point attiré est situé en dehors de la masse du corps attirant, on a l’&quation 
02у ay ауу. 0 
da? 2 db? 4 AC. n e 

18) Lamé, Leçons sur les coordonnees curvilignes pag. 22. 

19) Für die Summe dieser zweiten Differentialquotienten von V sind vielfach andere Bezeichnungen üblich. 
Lame bezeichnet dieselbe mit A\,V; Groen gebraucht das Zeichen ôV, Olausing in seiner oben angeführten Schrift 

У, weil d auch das Zeichen für Variationen ist, Thomson und Tait \/,V, Die Bezeichnung von Lamé hat 
aueh Betti in seiner ebenfalls schon angeführten Abhandlung. 
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oder — Zock, wenn k die Dichtigkeit im Puncte x, у, z bedeutet, für ein beliebiges rechtwinkliges, 
krummliniges Coordinatensystem abgeleitet werden mit Hiilfe des oben erwähnten theorema puartum 
aus Gauss‘s Abhandlung „De attractione corporum sphaeroidicorum.“ 


I. 


Bevor wir nun zu der Ableitung der Gleichung fiir rechtwinklige krummlinige Coordinaten 
im Raume schreiten, müssen wir auf diese selbst etwas näher eingehen. 

Man bestimmt die Lage eines Punctes im Raume in der Regel durch seine Entfernungen 
von 3 zu einander senkrechten Elemen, den Coordinatenebenen, oder, was dasselbe ist, man be- 
trachtet ihn als den Durchschnittspunet von 3 zu einander senkrechten Ebenen, welche parallel 
den Coordinatenebenen sind und deren Lage durch ihre Entfernungen von den Coordinatenebenen 
bestimmt ist. Diese Bestimmungsweise soll verallgemeinert werden, os soll der Punct als Durch- 
schnittspunct dreier Flächen betrachtet werden, welche nur der Bedingung genügen, dass sie sich 
rochtwinklig schneiden. Auf diese Weise wird der Punct, wie bei der zuerst angeführten Be- 
stimmungsweise durch seine Entfernungen von den 3 sich rechtwinklig schneidenden Coordinaten- 
ebenen, so jetzt durch die 3 Parameter bestimmt, welche den sich rechtwinklig schneidenden 
Flächen zukommen. 

Es seien nun 

її (Оу 0 

LG (x, у, 2) = 0 

Gg 2) = 0 
die Gleichungen der drei Flachen, welche sich rechtwinklig schneiden sollen, bezogen auf das 
rechtwinklig, geradlinige Coordinatensystem, oder falls man sofort den veränderlichen Para- 
meter einführt 

D (х,у, 2) = er 

fs (x, yY, 3) = о» 

Bay 2) O 
es repräsentirt dann jede Gleichung eine Familie von Oberflächen, aus weleher die einzelne Fläche 
durch Festsetzung des Parameters bestimmt wird. 

Zunächst müssen nun die Bedingungsgleichungen abgeleitet werden, denen den Flächen 
genügen müssen, wenn sie sich rechtwinklig schneiden Sollen sich die Flächen rechtwinklig 
schneiden, so müssen sich auch die im Schnittpunete an die einzelnen Flächen gelegten Tangen- 
tialebenen rechtwinklig sehneiden d. h. es müssen sich die Normalen, welche man auf die ein- 
zelnen Flächen im Durchschnittspunete errichten kann, rechtwinklig schneiden. 

Die Normale Nj, welche man auf der Fläche f, — o, im Puncte Р (x, у, z) errichten 
kann, bildet nun mit den geradlinigen, rechtwinkligen Coordinatenaxen Winkel, deren Cosinus 
durch folgende Gleichungen gegeben sind: 


cos № X = ea 


Irs \9 KR? ° pil) ae 
(46) L don |. (32) 
GER dy dz, 


oder wenn wir nach Lame die Abkürzung einführen: 


m= ү + rei, Gi 


1 01 
we N — u D PN Te 
соз Ni x = hi dx 
А un) 2 deı 
eos № Y = hi dy 
= e, el dei 
cos № Z = k is 
ebenso werden die Winkel, welche die Normalen N, und Ху, in P auf den Flächen f, = оу und 
f, == оз errichtet, mit den Coordinatenaxen bilden, den Gleichungen genügen müssen. 
> ca IN EE 
cos N; >. һә a x 
1 ds 
cos N, Y = ay 
r Lara 
сов № 2 = be dy ferner 
Selz 1 des 
eos N, X e Oh 
7 1 dos 
cos N; Y = be Чу 
р t des 
cos № Z = ur: 
Nun sollen die Normalen senkrecht auf einander stehen d. h, cos № № = cos № N, = cos N, 
N; = eos R = 0, Daraus ergeben sich folgende Gleichungen: 


соз №, X cos № X -+ cos N; ¥ cos N; X -+ соз N; 7 cos N, Z = 0 
eos N, X cos М, X -/- cos Ns Y cos N, X -+ cos N; Z сов № Z = 0 
сов N, X cos N, X -+ cos №, Y cos N; Y -+ cos N, Z cos N, Z = 0 oder: 


1 (er 4 Zeie | derdes) _ o 
hobs Adx dx dy dy dz dz FIRR 


desde, Se Ze aA 
йз OE ray + j wëller 


с. 
Ы] 
ә 
с. 
© 
“ 


‘dz az 
1 EE | дот dee ү Le S02) == Ту 
hi ha dy dy TI ds de ie 
Wenn die Normaleu N,, Ns, № nun rechte Winkel mit einander bilden, müssen auch umgekehrt 
folgende Gleichungen bestehen: 
eos У N, cos ZN, + соз Y М№, cos ZN, + cos Y Ny cos Z № = 0 
cos ZN, cos X №, + cos ZN, cos X N, + cos Z 0 
cos X N, cos Y N, -+ cos X-N, cos Y N, JL cos X- М, cos Y N, = 0 oder: 


жг 
Lei) 
© 
Ed 
be 
z 
1 


D 


ia 


1 аа 
hi hs? des dos — 
Beide Systeme von Gleichungee werdeu später zur Anwendung kommen. 


П. 


Bevor wir weitere Formeln, die sich aus der Orthogonalität der Flähchen ergeben, ableiten, 
R = a Р dw cos М 
kehren wir zurück zu dem theorema quartum. Es soll das 


dx dy 1 ax dy 
dot doy P he? доз doe 


1 | 
2 


ZS ausgedehnt werden über 


die Oberfläche eines Elementes des durch diese allgemeinen rechtwinkligen, krummlinigen Coor- 
dinatenflächen getheilten Raumes, über die Oberfläche eines Raumelementes, welches also begrenzt 
wird von den Flächen: 


fı = о, und der unendlich benachbarten fı = о, + do 

б = 0 ~ з у Б = о + do 

fs = о, » ze ” fs = 03 do 
Die Endpuncte dieses Körperelementes werden also die Coordinaten haben 


Q01, 0з, Qs 
9, Os, 0; + Чо; 
01, 03 d 0з; 05 
01, 03 + Чо», Qs L de 
о F Яо, о», 
er + о, 0, 


о 7 а 01, 05 d Qs, Qs + d 03 

Die Kanten dieses Kérperelementes werden die unendlich kleinen Bogen sein, welche die 
Flächen auf einander abschneiden und für welche man, da die Flächen sich rechtwinklig schneiden, 
bei den ımendlich kleinen Dimensionen, die Differentiale der auf den Flächen in den Eckpuncten 
errichteten Normalen setzen kann. Das Körperelemeut wird mithin begrenzt von 6 Flächen, welche 
man als Rechtecke ansehen kann, Auf der Fläche fı o wird durch die beiden anderen Flächen 
ein Rechteck ausgeschnitten mit den Seiten d n; und d'n, und dieser Fläche entspricht auf der unendlich 
nahe benachbarten. Fläche oy -H Чо: ein Rechteck, welches’ man aus dem vorigen dadurch erhält, 
+- dg, übergehen lässt; avf der Fläche fs = @ wird das Rechteck mit den 
Seiten d ng. und dn, und auf der unendlich nahe benachbarten ein anderes ausgeschnitten, welches 
man aus dem ersteren erhält durch den Uebergang von 0, in о» + d 0; endlich wird das Körper- 
element von 2 Flächen begrenzt, von denen die auf f, = о, ausgeschnittene zu Seiten dn, und 
dn; hat und von denen die zweite erhalten wird, wenn um do, wächst. 

Bei dieser Vorstellungsweise sind die unendlich kleinen Grössen höherer Ordnungen 
die Grössen niedriger Ordnungen vernachlässigt, denn betrachtet man die Grenzfläche auf f, 
so hat dieselbe die Ecken 


dass man o in o, 


03 


oo 


gegen 


Es 


О, 0з 0; 
Gu. Ge, Ge FH d о; 
01, Go + d Ges 05 
ot, о, + @ 0. оз + dos; 


man erhält mithin ein Viereck, in welchem die in o о» о; zusammenstossenden Seiten dn, und 
d n; sind, während die dritte Seite ans d ny durch Uebergang von оз іп оз -+ d оз und die vierte 
aus dns durch Uebergang von оз in ge -+ d оз erhalten wird; die Aenderung, die in ац, bei dem 
Wachsen von оз um d оз, und diejenige, welche in d ng beim Wachsen von ¢ um do, eintritt, 
wird nicht berücksichtigt, da eben unendlich kleine Grössen höherer gegen die niedriger Ord- 
nungen vernachlässigt werden können. 


Das 7 Рао “т MQ 


ist also auszudehnen über 6 Flachen, von denen 3 die Werthe haben 
dm dus, dng dng, dm dns, während die 3 anderen Flächen aus diesen erhalten werden, wenn 
man gn um des, g um dg, оз um dos wachsen lässt. 
Es sei nun P = f dm, wenn dm die Dichtigkeit der Masse im Punkte 01020; ist, und diese 
Dichtigkeit sei eine stote Funktion von 01, 05, 03, 80 geht 
п MQ über in їй TE cos MQdw; es ist aber 
cos M Q = cos М X cos Q X + cos М Y cos Q Y -+ cos M Z cos Q Z 


a X d x b y dy oes dz 4 
= г Е. : d | — - also: 
r du r dn r dn 
M "d е D 7 ` x > } 2 1 = d Z і 7 \ 
/ EK == cos M REG — / J = Ls ( > x = = = Ee Dax 29-30. ) а о, oder 
J. ps d г? r dn r dn r ас) 


ren а Илаш н Së ү dx oy dy 
da \ Zr = ist: KÉ = cos MQ а о = Jx SES + ay їп 


ау dz ) Ios f d \ @ о 


dz dn dn 


So lange nun die Componente der Anziehung nach der Normalen und der Differential. 


. Әү. 2 : z ` ‘dn ON А em : 
quotient © „ Је einen bestimmten Werth haben, ist I cos М Q = © 2 dieses trifft an jeder 
4 ‹ © 
Stelle der Oberfläche zu, wenn kein endlicher Theil der Masse in der Oberfläche selbst liegt, ist 
dieses der Fall, so ändert sich 2У beim Durchgang durch die Oberfläche um 4л mo, wenn man 
an 


unter my die Dichtigkeit im Durchgangspuncte versteht. Für alle Puncte innerhalb eines beliebig 
gestalteten mit Masse erfüllten Raumes, nur nicht in der Oberfläche, wenn dieselbe einen endlichen 


е - : А dE TER? ER “OV 
Theil der Masse enthält, und an Unstetigkeitsstellen der Dichtigkeit ist mithin TE do = 


fa w [= cos М Q = fan [= cos М Q. 


E соз M Q ist nun = 0 oder — 2 л oder — 47, je nachdem der Punct ausserhalb, 


т 


В @ 
auf der Oberfläche oder innerhalb der Masse liegt, es ist also IE d œw = 0, = — [2rdm, 
= f- 4 ndm = 0 oder — 2-2 / dm oder — 4 п fü m und bezeichnet m die Masse 
- - 5 OV e 
innerhalb des Raumes, ist also fam — m so erhalten wir Je d w = 0 ve —2 mm теі 
d ~ gu 


ГТ: SA К 
— 47m; hier ist das fi dw über die Oberfläche des Körpers auszudehnen. 
Y ӘЛ 


Dieses Integral besteht aus 6 Elementern, eines derselben ist gleich dem Rechteck, ge- 
bildet aus d п, dng, multiplieirt mit der Derivirten von V nach der Normalen, welche nach aussen hin 
positiv gerechnet wird; die Normale bildet aber beim Eintritt mit dem Radius r einen stumpfen 
Winkel, der cos М Q ist also negativ und damit das Element positiv werde. ist demselben, also 

a 2 А n ON 
auch der Derivirten das negative Zeichen zu geben, man erhält also das Klement — (8 dns d ns јо. 
- an ) 
Das Element, welches die unendlich nahe benachbarte Fläche о, +- Чо, ergibt, wird aus obigen 
dureh Uebergang von o in o + do, erhalten; da hier aber die positive Riohtung von г mit der 
positiven, nach aussen hin geriehteten Normalen einen spitzen Winkel bildet, so kommt dem cosinus 


9 


10 


selbst schon das positive Vorzeichen zu, mithin ist die Derivirte auch positiv zu nehmen: dieses 
Element des Integrals ist also -| (= d ng ds) o + di. 


с) 


Durh Summation beider Elemente ergibt sich 
¬ {ду 
dë 
Auf gleiche Weise erhalte ich die anderen Elemente des Integrals 


= E dns d Эр und + ES dns d n ) о + dos 


on 19 


dv 
‹ dng d o, } до und 
d ng р Ја 


oder durch die Summation 


O Ge 
SC E dn dn ) e und + EN dn, d Cl 0 L dos oder 
ons 1 di Ins 1 2/0 T- dog 
ON 
(5 du an) de 
О 03 


somit erhalte ich die Gleichung 


d (27 dn, d ns ) dë +3 (a dns d м) 40° -- ð (37 ащ d ns ) dg = 0 


дш Ons 
до, дош 9 оз 
vel = — Frm 
vel = — 4am. 


Zu dieser Gleichung gelangt man auch durch folgenden von Green”) aufgestellten Satz: 

Wenn dr ein Element eines vollständig begrenzten Raumes ist und U und V irgend zwei 
Functionen der Raumcoordinaten sind, welche mit ihren Differentialquotienten erster und zweiter 
Ordnung in dem ganzen Raume überall endlich bleiben, dann ist 


"Ca ON ‹ IV ) ғ т al 7 » 
IG — + au — E dE ) dr = - Tu ‹ y d w -— fo Ne V dz. 
ðn дп ду ay д2 д2 х on 4 ; 


Nimmt man nun an, U sei = I, so erhält man, da die Potentialfunetion V den Bedingungen genügt 


Jz И == JE Lë E AV) ae; 
It п sl с x oy с) 2° 


nach der Poisson’schen Differentialgleichung ist aber 


VE fr АР у aa 
= s >< = 0 vel — 2 л vel — 4 mæ mithin 


| de = уе] — 2 far = — лш vel — arfa = — 4am. 


%) Green: On th theories of Electricity and Magnetism. Crellés Journal Bd. 44 pag. 360, welche Gleichung 
auch Clausius iu seinem angeführten Werke über die Potentialfunction anwendet pag. 107, ebenso Lejeune-Dirichlet, 
Dirichlet’s Vorlesungen von Grube pag. 30, endlich auch Riemann, siehe Riemann’s Vorlesungen von Hattendorf 
pag. 71. 
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III. 


Die Normale, welche auf f! = о; im Puncte x, у, z errichtet wird, bildet nun mit den 
geradlinigen, rechtwinkligen Coordinatenaxen Winkel, deren cosinus sind 
dx 
соз ӨХ = dm 
e dr 
соз Q Z = dn 
е ee 7 
соз Q 2 = аш 
anderseits sind diese Grössen 
7 ri» 1. gia 
cos QX a as 
= 1 dor 
юз QY = ¢ 
cos Q Y ht Oy 
Kam (Bez 1 de e ° 
cos Q Z = mae mithin 
dx_ 1 де 
du thy ox 
Фу бл Got 
dm wh ey 
2 Lo ` . 
ge Се ferner ist 
dn hı az 
do = 66 dest 8 ау +2 аз = 
KR d x $ d z | О 2 
8 ay д ғ (а х? - dy? + а z? } Я 
С С r+ A d =p 4а benso 
hi E ах + 97 ay + 9 a2) = A ( T , dn e 
а о = be d ny 
d оз = hs d n3 
1 
also dn, = hi do 
1 
dng = do 
һә Є? 
REN 
= ee ey OS 
Oia E d gs ferner ist Gr 
001 __ до Gx į 1 OY __ Oo dz 
Om да on a 31907 ds om 
(Ga si: (ia) d a 
dn і (тг Ї dm 
7 AV 
== h! und es wird Bes, 
€ Di ce 
Die Differentialgleichung geht also über in die Gleichung 
h ON Saa ат У ) hs ar 
d Bes 7 e do dos) de, + д БЕШ Оо: Чо; d d de, +d cke do d es) des 
до, ` Bes 9 оз 
ы ё D > ( h 37V з 3 ү) | 0 
= do, d des + д 5 + 9 س‎ = e 
ER (5 hs dei) © ° \һзїц ¢ А, ГоО\аь 50/ = – алш 
до, д 08 д Qs [= — 4730 
m ist hier — fi m ausgedehnt über den Hlementarkérper, also = K d n d n das 
K d od od оз 3 ma ae РЕ s 
he ta ‚ wenn K die Dichtigkeit im Puncte о, о» оз bedeutet; es lautet also die 


dr 
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Poisson’sche Differentialgleichung für allgemeine, rechtwinklige, krummlinige Coordinaten : 


2 bh av al d 3 re ( з д La) 8 e 1 
dade de |< (ы hs û eı a P ш 6 ga) ' hı һе Oe = шыс са 
- = есу hı ho hg 
d Qı С) 0з 3 0s л 
oder endlich 
ш AV a LG у : hg v` 0 
hi ty. a е E TE SE) Pa (oy) ae 
1 9 8 Ө hehe Col ' с Eh ya € hih? g оз = —лК 
SEI д о д оз —4лК 
wenn К die Dichtigkeit im Puncte ¢, оз оз bedeutet, 0, — 2л K, — 4 7 К je nachdem der an- 


gezogene Punet ausserhalb, auf der Oberfläche oder innerhalb der anziehenden Masse liegt. 


IV. 

Auf dem eben entwickelten Wege soll die Poisson’sche Differentialgleichung zunächst für 
die gebräuchlichen räumlichen Polarcoordinaten abgeleitet werden. Die Flächen sind hier folgende, 
erstens concentrische Kugelflächen mit dem Radius gı, fı (x, у, z) = о, zweitens gerade Kogel- 
flächen, deren Leitlinien mit der X Achse den Winkel ф bilden, f (x, у, х) = 9, drittens endlich 
Ebenen, welche durch die X Achse gehen und mit der X Y Ebene den Winkel wy bilden. Die 
Kugelfläche mit dem Radius о = г wird den ganzen Raum durchlaufen, wenn man т von О bis 
co wachsen lässt, ebenso die Kegelfläche, wenn оз = ф von 0 bis 4 л wächst, endlich auch die 
Ebene wenn wy von 0 bis 2 л wächs; von dem Nachweise, dass sich diese Flächen rechtwinklig 
schneiden, dürfte wol Abstand genommen werden können. Die Gleichungen der Flächen lauten 


a =r = рх? + у? +? 
x 
е, = ф = аге соз үх? p у? + у? 
оз = Y = are tg A 
0; b BS z 


oder drückt man x, y,z durch r, 9, у aus 


х = г cos ф 
у =r sin ф cos у 
2 = г sin ф sin у 
7 olo r) X 
Daraus folgt OX — сов 9 
or 
ay е 
= = mg соз y 
or 
= d in y 
= вш ф sin у 
or P ц 
ox i 
a = — г gin & 
с Ф F 
оу і 
© == r 008 osing 
дф p y 
oO : 
= reosgsinw 
S у sin y 
A 
‹ — D 
ow 
oy rsingsin ү 
“ =—rsingsin 
ow H у 
KA 


= r sin ф cosy. 
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Wie oben abgeleitet besteht nun die Gleichung 


dx zn 1 oo 


== / oder 
dm hi Өх 

ox da 1 da : : Р 

; m = 37 nm es ist aber, wie ebenfalls schon abge- 

oe Hu 2 

Je А û o1 - 
leitet ist, =* = h, also erhalten wir 
û xı 
‹ 1 до | Ох 1 до 
hy SS- oder - = ce £ und ebenso 
ce м Әх oo he Өх 

oy а 1 oo 
О 01 h? ду 
el Sec 1 dei 
ca Hi OS 
р Ti aca 
С 02 hei Ax 
OF — E Ge 
ðe ht ду 
ro be, BE 1 do 
О o he? Oz 
Dry 1 Jog 
O 08 7 hg ox 
cy — 1 де 
0 e2 hs? ду 
os. 2: I. bs 
O 08 he? єў % 


ferner gehen die Ausdrücke hı hg 
ра über in folgende 


ETRE 2 103 ARES Sa ER 
un 201 Е дез) + (22) = ox) T oy f 22) Sens 
hı ve ) \ (Se: Fi hı AË ern 4 ER mithin 


1 
_ (ax) (ar) (9+ Í 
Bes | (2 ) ie ) " JL o ) 
1 
2 E 2 
| Е ox ) co) ) 4 сі 2 
12 | ( Ө оз (; 01 } д о 
1 
a SCH 2 
SES С A) EÛ Оу E OZ ) 
by = ү. 03 у (; 4 E 0: 
Es wird also 
г 1 Е 1 
(eer П Ba 
h = ү cosy + sin? gp (sin + cos? y) = ү cos? ф + sin? ф = 1 


1 1 
= - = = 
ho = | r*sin?g-+-r*cos*@(sin® Y 4 сов? y) = үт* (зіп? ф + cos? ф) = г 


1 1 
= 1 


h, = yz? sin? ф (sin? yw + соз? y) = Vo sin? ф = rsing 
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Die Poisson’sche Gleichung geht also über in folgende: 


Р о) РЕГ Р gv А їз ат 0 
= т? sin y © ) Hé (sin p£ = ) 1 9 (a E: ) er 
г? sin ф or \ CP j sing Ou = Zeh 
r d Ф д u | — 4nK 
л St DNK, > эу ` 0 
зіп ) 2 С ) 15 59 (: © ) 1 зү 3 
sin g pc ( Al To sin ф Ө Е а é y RN E 
GEZ z D sn фф Cu =A пя К. 


Zu derselben Gleichung gelangt Lejeune Dirichlet®!) auf einem direeteren, bedeutend kürzeren Wege, hier 
ist dieser Weg eingeschlagen worden, da die Anwendung der allgemeinen Formel auf ein bestimmtes 
System erläutert werden sollte. Dirichlet bestimmt direet die Differentiale der Normalen, welche 


sind dr, таф und r sing d W; gv in der Richtung in welcher sich r ändert ist EN und 
ON + д ‘ j - 2 

ii Ze do ist auszudehnen über die Fläche, welche zu Seiten hat, г sing d W und rd дф, und 

über die dieser gegenüberliegende Fläche, welche aus der genannten durch Uebergang von r in 

г 4- dr erhalten wird. ду in der Richtung, in der sich ф ändert, ist KR Ge auszudehnen 


„ү 
ist ТЕ „ do über г віп p dr ау und über eine zweite, welche aus dieser entsteht, wenn ф um 
ð i 
av 


3 rsin poy 


dø wächst, endlich ist zu in der Richtung, in der sich y ändert =? 4 T und / 
9 
auszudehnen üder rdr dg und die gegenüberliegende Fläche, die aus dieser beim Uebergang von 
fe, т 
win y -- d w entsteht, Die Gleichung f + do = 0 geht dann, wenn man noch berücksichtigt, 
dass aus dem oben angeführten Grunde, dem ersten von je zwei zusammengehörigen Integral- 
elementen das negative Zeichdn, dem zweiten das positive zukommt, über in 


A ER av 0 
ык у ЕА ү alario A 
‹ lo ane dad eat r-o TE гау =) ag +9 (Gs SH, v—=—2rm 


sin p OW, 


ar de ow = —4rm 
sin фс (r aY) t дзід 4 ду - 92% ge z 
5 б 5 Р D S с r ә D 
ў Ar < P ap C ‘Sin у ow Tdrdgdyw = — 2? rK r?° sing d pd wd 
or Og =—47Kr* sngdgdwdr 
e ЕА an AV gv | = 0 
1 sin ф ci > .) + 2 sing — +4 CG т ES k 
r? sin ¢ de с Ф 21.06, 171 а Lé 
or о Фф = — 4 п К. 


ү, 


Als zweites Beispiel möge hier die Ableitung derselben Gleichung für elliptische Coordinaten 
folgen; ‘für elliptische Coordinaten leitet Lamè die Poisson’sche Gleichung in seinem schon 
erwähnten Werke auf höchst elegante Weise ар, doch soll hier die kürzere Ableitung Jacoby’s 


zu Grunde gelegt werden, welche sich in seiner Abhandlung über die partielle Differentialgleichung 
ney ; 
С 


ә 


ox 


= 0 Bd. П pag. 44 vorfindet. 


21) Lejeune Dirichlet. Vorlesungen über die im umgekehrten Verhältniss des Quadrates der Entfernung 
wirkenden Kräfte von Dr. Grube pag. 80, 
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Die Gleichungen der Coordinatenflächen seien: 


x? у? 4 Be 
о? ' 012—0? о1?—с? 
х? у? 2 1 
ge) Oe 
x2 у? 22 1 
озї | Ъ?--оз? Г. 02—03? 1 
Macht man nun die Bedingung, dass 
о> с еро 220 2 оз, 


so stellt die erste Gleichung Ellipsoide, die zweite einflächige, die dritte zweiflächige Hyperboloide 
dar, in denen die Haugtschuitte dieselben Brennpuncte haben, die X Y Schnitte und X Z Schnitte 
die Puncte der X Achse, welche um b resp. e, die Y Z Schnitte die Puncte der Y Achse, welche 


um | с? — 0° vom Mittelpuncte entfernt sind 
Aus obigen Gleichungen ergeben sich für x y z die Gleichungen 

Q 01? 0% оз? 

х? = eS 

b? с? 

SÉ e (012 — b?) (оғ? — b?) (b? — 03?) 

- 3 b? (c? — b?) 

<2 (012 — с?) (c? — 2) (е? — оз?) 


c? (c? — b?) 
Lässt man nun die Parameter o о оз die Меге zwischen den ihnen gesteckten Grenzen durch- 


laufen, so durchlaufen die Flächen und zwar jede Familie von Flächen den ganzen Raum. 


= : A f А 012 oi ei : А 
Nimmt оз seinen kleinsten Werth о; = 0 an, so ist х? = * т = 0 und die Glei- 
7 Р я ۴ MELEE un Е. р х? _ or оз? : . GAT at РС у? Zr 223 01? ps! е5 
chang дег dritten Fläche geht über, da os? pa a ist in die Gleichung Ze + @ = ya! 
welcher Gleichung für sämmtliche Werthe von gı, о die у z Ebene entspricht; die erste Fläche 


der Familie der getheilten Hyperboloide, ist also die yz Ebene, nimmt о; zu, so verdoppelt sich 


Für den grössten Werth von 
oi" SS Eh (177) 


b (е2 — b) ’ 


die у z Ebene und bläht sich zu dem getheilten Hyperboloid auf. 


(oi — 0°) o” — 0°) (62 — 03”) 95 


ae ie 
b? (c? 09) ) und die 


3 o? =b wird у= = 
0,0 у b — 0% 


der Flache also 
x* 
Wo 


e — b*) (OR Б") 
b? (с? — b?) 
mithin ist die letzte Fläche dieser Familie der Theil der X Z Ebene, welcher innerhalb der Hyper- 


x2 z2 


bel liegt, welche durch die Gleichung bs — zap = 1 gegeben ist. 
= Ы с2 — р? he 
: g 1 d (012 —b2) (022 — b?) (b? — оз?) 
= x k ЖА om =, ~ se КОТ 23009 — 0 O 

Nimmt о seinen kleinsten Werth o = b an, зо wird у? = b? (с# — b3) a 

у? (о12 س‎ b?) (b? — боз?) An 4 8 = ar SS) 
und Sh аа = 7 s31 mithin muss die erste Fläche der Familie der einfachen Hyper- 

79 — br Ales 
x e x? z2 (012 س‎ b?) (b? — оз?) pm, 
boloide der Gleichung a = a рғ = = АК Lë Ze Léi & für alle Werthe von оу und 
2 = be 2 (2 — b? 
оз genügen d. h., diese Fläche bildet den Theil der XZ Ebene, welcher ausserhalb der Hyperbel 
2 7% ? 
e 2 7, м è Р D . 
deren Gleichung h2 єр = 1 ist, liegt. Bei wachsendem о verdoppelt sich wiederum 
J Bech 3 
dieser Theil der XZ Ebene und es entstehen einfache Hyperboloide bis endlich für o 
= с das Hyperboloid übergeht in einen Theil der XY Ebene Für о, = e ist nämlich z? 
2 — 02) (02 — pet) (cf — 0? z (018—609) Teil rä 
= a = és най СЕ: E 0 und == er 3 ) | 5 uf 
с? (c? — b?) с? — о c? (е? — b?) 3 


die Gleichung dieser Fläche ist also 


x? | vi = 4 (01? — c?) (с? Bee? 03°) 
е? c? — b? Ca (e? — b?) 
d. h. es ist die Fläche der Theil der XYEbene, welcher der Ellipse liegt, deren 
2 9 
А 3 у? { 
Gleichung = 7 wee = | ist, 
Wenn man endlich dem Parameter ¢, seinen kleinsten Werth o = с beilegt, so wird 
А oU س‎ с?) (c? س‎ ә?) ) — оз?) z2 c? — оз?) (С° — o : ; 
E ( ) ( ¢) т^ = 0 und éi `2 die Gleichung der ersten 
с? (c? —b?) p? — с? є? (сё س‎ b3) 5 
? т: Ар see. я 2 (с? س‎ 092) (e — os) 
Fläche aus der Familie der Ellipsoide ist mithin ~, 22А CG = 1 — а ( 1 
е? е? — b? c? (@ — b? 
а. h. die Fläche ist der Theil der XYEbene innerhalb der Ellipse, welche der Gleichung 
x? у? ' ‚ - A 
z + 1 genügt. Bei wachsendem о; entstehen nun durch Verdoppelung dieses 


с? 


c? — с? 
Theiles der XY Ebene und durch allmähliges Aufblähen Ellipsoide, welche den ganzen Raum 


durchlaufen, die letzte Fläche endlich, für 01 = œ ist, ist dann die Kugeloberfläche mit dem 
` СЩ у? : 
Radius г = oo denn nur diese genügt der Gleichung —, +4 + = = 2a 
$ z 01? 01 bë 012 — с? 
r ` FEP TA 2 ; a e x? y? Я 
Der Theil der ХҮ Ebene, welcher innerhalb der Sen: deren Gleichung = + = 1 ist, 
3 ab 


liegt, gehört zu der Familie der Ellipsoide, dieser Theil bläht sich auf, das Ellipsoid wächst 
und geht, nachdem es den ganzen Raum durchlaufen hat, über in die Kugeloberfläche mit 
unendlich grossem Radius. 

Der Theil der ХҮ Ebene ausserhalb der Ellipse gehört zu der Familie der einfachen 
Hyperboloide, dieser Theil verdoppelt sich in der Richtung der ZAchse und bildet so einfache 
Hyperboloide, welche wiederum den ganzen Raum durchlaufen bis endlich die erste Fläche dieser 
Familie mit dem Theile der ZX Ebene zusammenfällt, welche ausserhalb der Hyperbel liegt, deren 


A х? 2% - 
Gleichung “3 ~ az = 1 ist. 
Der Theil der XZEbene innerhalb der Hyperbel *, — = 1 gehört der dritten 


с? сє? — b? 
Familie an, dieser verdoppelt sich auch und bauscht sich zu getheilten Hyperboloiden auf, bis die 
erste Fläche dieser Familie mit der YZ Ebene zusammenfällt. 
Zunächst wäre nun nachzuweisen, dass diese Flächen sich rechtwinklig schneiden d. h. 
dass die Gleichungen bestehen. 


1 O 02 © 03 | 0 оз О os | dea О 0з | _ 0 
hbs | ax Әх ' ay ay ` д2 д? Г" 


ca _ созо оі û оз до 0 

Б PX oy dy OZ а? 
е © 0 + dade ‚| dade) __ 0 why 

къ; Ох Оу ОЎ дт 02 
D у у 02 dë 

ha bs | OX OF 4 ду e L ZS 20 
O 03 с 03 с о? 003 соз O 03 

х у у Zz д? а 

hs hy € E + eae M $ & = 0 
с 03 оо © 03 0) 01 С 01 Û 01 

hi ha E = d 
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а € = А 8 Ou" 
Es ist nun? Xo X = 
ot..." QP. ce 2 
доз be da b | (012 — b?) (е2 — b?) 
o2V (o13 — b? b2? — pg?) 
ox 0301 oy = = | е1 0) ( 93°) 
пез bc de b yle — b?) (ез — b3) 
2 — b?) (of — b?) 
‹ 7 о 0“) og D 
ON 01 03 О У ЈАС te SE 
= وک‎ ‚ ——-=— ~- 
Ces be 003 b | (et — о?) (02 — b?) 
E? ә 2 SS? 
On ЛА c? = os") (е? — оз?) 
de1 El AE e CC b?) 
x ey (er? — ei ) — oi 
3 
Ооз e Vie — g£) (е — b?) 
ay esyler? — ol (е#-— ог) | 
Us = mithin 
oe е } (e — оз?) (È — р) 
ФО >. oU 92 03 
Coz Gos =; b2 с? 
ӨЗУ ОУ” _ o o2 (g1? — b’) 
доз ðo b? (c2 — b? 
CBB oe E i 
I F с? (eS — py mithin 
@ e А 
ОХ ox сусду 1 0202 91° à er =b 
5 = me S 7 ғ = = 9% 3 a2 P ffp? ER 
доз доз ' доз доз доз 3es О. ез b2 с? b? (с— 12) 


Ebenso bestehen die anderen Gleichungen, es schneiden sich also die Flächen orthogonal. 


Es müs 


sen nun die Ausdrücke h, be hs berechnet werden. 


1 
/ J 
Б ә < › g! Р 
ы Жуз = (S27 vise) + (ae) +1) 
QX © 5 4 ©? 2 0 o д oi д o 
1 
| 09° o 1 g1? (с? — оз) (с? — оз?) 
= Б? с? j — b3) (ei — gi 


Macht man die Grössen unter dem Wurzelzeichen gleichnamig und redueirt, so erhält man 


Auf dieselbe Weise erhält man 


hy 


— 082) (012 — о 
ha hg : 


Es wird also 


— b3) (b? — 


(b? — os") (012 — b?) g1? — с?) 


hs (с? — оз?) (б? — 


hy he 2) (g? س‎ b?) (с? — 03?) 


Also lautet die Gleichung: 


| or —b?) 0 — сє? 


(02—09) (03—02) (в? — оз?) (b2—« 


с 91 


(с?) — оз?) (b? — gs? avl 


oi b?) (01?—c2) (o®—b2) (02—092) A os| 
€ 08 с 03 


= () vel = dark vel = — 4л К. 


oi оў) | oi ei (012—2) ; | 


1 


012—092) (012—092 (оэ? — о? 
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Diese Gleichung vereinfacht sich ungemein, wenn man neue Variabeln eirführt, welche gegeben 
sind durch die Gleichungen 


а о, i J do 
= au u, = с = 2 
Lief — с?) (012 س‎ b?) “Ir J V (0,27 — el (oi — b’) 


d Os У я 2 
== Ug) 18 = / = s 2 2 
| (с? — 0°) (b? — 0°) k | МЕ І о) фаг е) 


D О? ү — Í) 
EI ° D 4 
(0,7 - 09") 3,2 — 2 п Қ 
С UR —4 л К. 


Im Vorstehenden habe ich mir erlaubt, die Poisson’sche Differentialgleichung für die Po- 
tentialfunetion für die beiden gebräuchlichsten krummlinigen, rechtwinkligen Coordinatensysteme 
abzuleiten, doch muss mann bei der Behandlung physikalischer Aufgaben, um zur Lösung derselben 
zu gelangen, in den meisten Fällen noch zu anderen Coordinatensystemen greifen, welche man den 
zu behandelnden Aufgaben anpassen muss; stets erhält man dann aus der allgemeinen Form der 
Poisson’schen Differentialgleichung mit Leichtigkeit die speeiellen Formen. Statt neue Bolege für 
den ‚Nutzen der allgemeinen Form anzuführen, verweise ich auf das schon mehrfach erwähnte 
Werk von Lamé: ,,Legons sur les eoordonndes curvilignes et leurs divers applications Paris 1859“, 
in welchem Lamé dieselbe Gleichung noch für mehrere andere Coordinatensysteme ableitet; endlich 
möchte ich noch auf eine der elegantesten Anwendungen rechtwinkliger, krummliniger Coordinaten 
auf physikalische Probleme aufmerksam machen, welehe Dr. Wangerin in seiner preisgekrönten 


Schrift: „Reduction der Potentialgleichung 


für gewisse Rotationskörper auf eine einfache Differen- 


tialeleichung, Leipzig 1875“, gemacht hat. 


a een Den _ 


Fehler-Berichtigung. 


Seite 5, Zeile 10, 17, 39 und 42 von oben muss û stehen statt d, ebenso Seite 6, Zeile 1 und 2 von unten, 


ndlich Seite 7 in sämmtlichen Zeilen und Seite 8, Zeile 1 von oben. 


